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基于子张量重构的宽带信号DOA估计
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摘 要：针对现有宽带信号波达方向估计算法在低信噪比和低快拍条件下估计精度下降的问题，提出一种基于

子张量重构的宽带信号DOA估计算法。该算法首先将原始张量沿横轴和纵轴分割成多个子张量，经重拼接形成

多维张量，再通过张量维度合并重构为优化后的三维张量。然后采用基于张量核范数的低秩张量补全算法对重

构张量进行高效补全，并利用张量分解算法得到信号子空间，实现DOA估计。仿真和实验结果表明，所提算法

在低信噪比条件下，DOA估计的均方根误差明显优于已有算法，在快拍数低至20时仍有稳定的估计性能，这表

明所提算法具有良好的抗噪性和快拍鲁棒性。
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Abstract: Concerning the issues of performance degradation in wideband direction-of-arrival (DOA) estimation algo‐

rithms under low signal-to-noise ratio and limited snapshot conditions, a sub-tensor reconstruction-based DOA estima‐

tion algorithm was proposed. Initially, the original tensor was decomposed into multiple sub-tensors along both horizon‐

tal and vertical axes through tensor partitioning, which were then reassembled into a higher-dimensional tensor structure. 

Subsequently, an optimized three-dimensional tensor was reconstructed via tensor dimension merging. A nuclear norm-

based low-rank tensor completion algorithm was employed to efficiently recover the reconstructed tensor. Finally, DOA 

estimation was achieved through tensor decomposition for signal subspace extraction. Simulation and experimental re‐

sults demonstrate that, compared to existing algorithms, the proposed algorithm achieves significantly superior root 

mean square error performance under low signal-to-noise ratio conditions, while maintaining stable estimation perfor‐

mance even with snapshot numbers as low as 20, proving the algorithm’s excellent noise resistance and snapshot robust‐

ness.
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0　引言

波达方向（DOA, direction of arrival）估计是

阵列信号处理中的核心问题之一，在雷达[1]、自主

导航[2]和无线通信[3]等应用中起着重要作用。DOA

估计的基本问题是确定处在空间中某一区域内多个

信号的空间位置，即各信号到达阵列参考阵元的方

位角。相较于窄带信号，宽带信号拥有更大的带宽

和更丰富的频域信息，从而能够显著提升目标分辨

能力、低信噪比条件下的检测概率以及高精度测向

性能[4]。

目前，关于宽带信号的高分辨DOA估计算法

主要分为2类：一类是文献[5]提出的非相干信号子

空 间 方 法 （ISSM, incoherent signal-subspace 

method），另一类是文献[6]提出的相干信号子空间

方 法 （CSSM, coherent signal-subspace method）。

2类方法均是基于频率分解，将宽带信号分解为多

个窄带信号再进行DOA估计。CSSM需要对每个

窄带信号进行频率聚焦，计算复杂度高于 ISSM，

且在构造聚焦矩阵时需对DOA信息进行预估计，

若初始估计偏差较大，会导致聚焦失效[7]。相比之

下，ISSM计算简单，不需要聚焦操作，但其使用

窄带算法[8-9]独立处理各窄带信号，忽略了不同窄

带信号之间的相干性，未充分利用频点间信息，导

致DOA估计精度不高，抗噪性较差。

为了更好地利用多维数据集中蕴含的信息，

学者展开了基于张量理论的方法研究[10-12]。张量

作为一种多维数据结构，相较于矩阵，可以更好

地利用高阶数据的结构信息和不同维度间的关联

性，具备多维数据特征提取能力[13-15]。文献[10-11]

设计了基于张量的双基地多输入多输出雷达参数

估计框架，并分别利用张量分解和张量补全技术

实现参数的估计。文献[12]通过构建范德蒙德结构

约束的张量CP分解模型，实现了具有较好估计性

能和低复杂度的信道估计算法。文献[13-15]提出

了针对稀疏阵列、嵌套阵列和不完全阵列的张量

处理方法。同时，张量分解模型中的规范多元

（CP, canonical polyadic）分解[16]在满足 Kruskal 条

件时具有唯一性[17-19]。

针对宽带信号，文献[20]将张量CP分解与基

于旋转不变子技术的信号参数估计（ESPRIT, esti‐

mation of signal parameter via rotational invariance 

technique）相结合，建立了基于均匀线阵的DOA

估计张量计算框架。但该算法仅考虑了信号在不同

接收阵列之间的空域差异性，忽视了宽带信号场景

下各频点间的频谱差异这一关键特征。文献[21]考

虑到宽带信号DOA估计鲁棒性差的问题，提出了

一种基于张量域降噪的估计算法，从高维度分离信

号和噪声，减弱噪声的影响。该算法虽利用张量进

行降噪，但后续利用协方差拟合算法单独处理每个

窄带信号，忽略了频点间的差异性。文献[22-23]提

出基于张量 CP 分解的宽带高分辨率 DOA 估计算

法，先将不同频率信号的导向矩阵聚焦到一个公共

子空间，再结合ESPRIT算法构建三维张量，并利

用张量CP分解算法实现DOA估计。此类算法虽能

联合处理窄带分量，但需要进行聚焦操作。

为了在不引入聚焦算法的前提下，利用张量联

合处理窄带信号，文献[24]通过数学推导，深入分

析了宽带信号不同频率分量在同一接收阵列中的响

应特性差异，通过构建虚拟阵列实现了不同频率信

号导向矩阵的统一，并通过张量补全和张量分解，

实现了宽带信号的DOA估计。但该算法在对张量

进行重构时，引入了Toeplitz重构操作[25]，在低信

噪比和低快拍条件下难以实现高精度估计。构建的

虚拟张量中存在缺失元素，需要利用张量补全算法

进行补全算法。文献[26]提出了基于核范数之和

（SNN, sum of nuclear norm）的低秩张量补全算法。

文献[27-28]提出了使用基于张量奇异值分解的张量

核范数（TNN, tensor nuclear norm）和张量封顶核

范数（TCNN, tensor capped nuclear norm）进行图

像补全算法。SNN在DOA估计中的有效性已得到

验证[18,24]，但因为 SNN算法所需的测量次数远高

于张量 Tucker 秩的自由度，所以 SNN 不是张量

Tucker秩的最佳凸松弛[27]。

综上分析，联合基于TNN的重构张量补全算

法，本文提出一种基于子张量重构（STR, sub-ten‐

sor reconstruction）的宽带信号DOA估计算法，简

记为 STR-TNN。STR算法通过对原始张量分割再

重拼接，不仅能实现对原始张量中缺失元素的重分

布，还能对张量维度进行重构，进而提高DOA估

计算法的抗噪性和快拍鲁棒性。此外，考虑到重构

张量的维度增加会导致算法复杂度快速提高，利用

基于TNN的张量补全算法不仅可以降低算法复杂

度、提升计算效率，还可进一步提升算法的抗噪性

和估计精度。
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1　基于虚拟域的宽带信号模型

假设一个均匀线性阵列由 M 个传声器组成，

相邻传声器间距为 d。若空间中有K个独立的宽带

远场声源信号入射到阵列中，将第一个传声器视为

参考传声器，则第m个传声器在 t时刻接收到的信

号可表示为

xm ( t ) = ∑
k = 1

K

sk ( t - τm (θk ) ) + nm ( t ) (1)

其中， sk ( t ) 为第 k 个声源，θk 为第 k 个声源的

DOA，τm (θk )为第 k个声源到达第m个传声器相对

于到达阵列参考传声器的时延，nm ( t )为第m个传

声器的噪声。

将M元传声器阵列采集的时域信号划分为L段

等长的快拍序列。通过对各段信号施加离散傅里叶

变换（DFT），在频域分解为 J个相互独立的窄带

分量，每个分量对应不同的频点

Xl ( fj ) = A ( fj )Sl ( fj ) + Nl ( fj ) (2)

其中， l = 1,2,⋯,L， j = 1,2,⋯,J， Xl ( fj ) =[ X1l ( fj ), 

X2l ( fj ),⋯,XMl ( fj ) ]T∈CM×1，Sl ( fj )=[ s1l ( fj ),s2l ( fj ),⋯, 

sPl ( fj ) ]T∈CK×1，Nl ( fj ) = [ N1l ( fj ),N2l ( fj ),⋯,NMl ( fj ) ]T 

∈CM × 1，A ( fj ) = [ a ( fj,θ1 ),a ( fj,θ2 ),⋯,a ( fj,θP ) ] ∈ 
CM × K，a ( fj,θk )=

é

ë

ê
êê
ê1,e

- j2πfj

c
d sin (θk )

,⋯,e
- j2πfj

c
( M - 1)dsin (θk )ù

û

ú
úú
ú

T

表示第 k 个声源在频率 fj 处的导向矢量，c 表示

声速。

对于得到的 J组互不相关的窄带频域分量，选

取其中 P条窄带作为有效分析频带，对应频率为

[ f0,f1,⋯,fP ]，且满足 fi = ζi f0，ζi是一个正整数，将

f0作为参考频率，则导向矢量a ( fi,θk )可表示为

a ( fi,θk ) =
é

ë

ê
êê
ê1,e

- j2πf0

c
ζidsin (θk )

,⋯,e
- j2πf0

c
ζi ( M - 1)dsin (θk )ù

û

ú
úú
ú

T

  (3)

由此将窄带频域特征差异映射至空域维度进行

表征，每一条有效分析频带均可生成一个对应的虚

拟阵列

Pi = {ζimd |m ∈ { }0,1,⋯,M - 1 } = Sid

Si = ζim (4)

其中，Pi表示实际阵元在虚拟阵列中的位置，Si为

传声器的索引。

将多个虚拟阵列组合成一个阵列U0

\U0 = P1 ∪ P2 ∪ ⋯ ∪ PP (5)

令U0 中最大的元素为 max (U0 ) = ( Mv - 1)d，

由此生成一个传声器数量为Mv的均匀线性阵列U
U = {0,d,2d,⋯, ( Mv - 1)d} = Sd

S = {0,1,2,⋯,Mv - 1}
(6)

将每一条有效分析频带生成的虚拟阵列Pi 扩

展成U，图1给出了一个基于4个传声器、2条有效

分析频带的虚拟阵列示例。

令 Xi ( t ) ∈ CM × 1 表示虚拟阵列 Pi 对应的接收

信号，X͂i ( t ) ∈ CMv × 1 表示经过虚拟阵列扩展后的

接收信号，则 X͂i ( t )与Xi ( t )之间的映射关系为

< X͂i ( t ) > q =
ì
í
î

< Xi ( t ) > q, ϕq ∈ Si

0, ϕq ∈ S\Si

(7)

其中，< · > q 表示 ·中位于 ϕqd处的传声器接收到

的信号，q = 1,2,⋯,Mv，ϕq 表示集合 S中的第 q个

元素，S\Si表示属于集合S但不属于集合Si的所有

元素组成的集合。

计算选定的P条有效分析频带对应的 X͂i ( t )的

协方差矩阵，并将其按照频率维度拼接，可得到缺

省增广虚拟域张量 X͂ ∈ CMv × Mv × P

X͂ (:,:,i ) = Ri = E[ X͂i ( t ) X͂ H
i ( t ) ] (8)

图 2给出了一个基于 4个传声器、2条有效分

析频带的缺省增广虚拟域张量示例。

d

d d

;0*:8 =C+?6*:8

图 1　经过扩展的虚拟阵列

AD;2 >D;2

图 2　缺省增广虚拟域张量
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2　张量补全算法

2.1　子张量重构算法

基于虚拟域的宽带信号DOA估计的重要步骤

之一为张量补全，可利用低秩张量补全算法对式(8)

中缺省的增广虚拟域张量 X͂进行补全。低秩张量补

全算法的性能与张量中缺失元素的分布位置有关。

由图2可知，X͂中存在片缺失，这种不规则的缺失

模式会严重影响低秩张量补全算法的性能[29-30]。针

对此问题，现有研究主要是对 X͂的前向切片进行

Toeplitz重构，通过确保每个前向切片不存在行或

列缺失来改善补全效果[24]。Toeplitz重构依赖其结

构的强约束性和样本协方差矩阵的统计精度。在低

信噪比条件下，该方法会导致噪声泄漏到信号子空

间中，破坏信号子空间的结构。在低快拍条件下，

协方差矩阵的估计误差增大，Toeplitz重构会放大

误差，引起信号子空间失真。为此，本文提出一种

子张量重构算法，对缺省虚拟域张量 X͂进行重构，

实现低信噪比和低快拍条件下的准确估计。

首先，将 X͂分割成Ux × Uy个部分重叠的子张

量Sux,uy
∈ CLx × Ly × P

。其中，(ux,uy )表示子张量的索

引， ux ∈ {1,2,⋯,Ux}， uy ∈ { }1,2,⋯,Uy ，Ux = Mv +

1 - Lx，Uy = Mv + 1 - Ly。图3给出了一个基于4个

传声器、2条有效分析频带的缺省增广虚拟域张量

的分割过程。

子张量Sux,uy
,Sux + 1,uy

在纵轴方向上存在一步位

移关系

Sux + 1,uy
= Sux,uy

·e
- j2πf0

c
dsin (θk )

(9)

沿第四维将S1,uy
,S2,uy

,⋯,SUx,uy
进行拼接：ϒuy

=

[ S1,uy
,S2,uy

,⋯,SUx,uy
] ∈ CLx × Ly × P × Ux。

沿第五维将四维张量ϒ1,ϒ2,⋯,ϒUy
进行拼接：

Γ = [ϒ1,ϒ2,⋯,ϒUy
] ∈ CLx × Ly × P × Ux × Uy。

由此可将虚拟域张量 X͂中的缺失元素分布在

5个维度上，可表示为

Γ = ∑
k = 1

K

vLx
(θk ) ∘ vH

Ly
(θk ) ∘ gk ∘ hUx

(θk ) ∘ hH
Uy

(θk )

(10)

其中，vLx
(θk ) = [1,e

- j2πf0

c
dsin (θk )

,⋯,e
- j2πf0

c
( Lx - 1)dsin (θk )

]

表 示 沿 阵 元 域 的 角 度 信 息 维 度 ， vH
Ly

(θk ) =

[1,e
j2πf0

c
dsin (θk )

,⋯,e
j2πf0

c
( Ly - 1)dsin (θk )

]表示沿共轭阵元域

的 角 度 信 息 维 度 ， hUx
(θk ) = [1,e

- j2πf0

c
dsin (θk )

,⋯, 

e
- j2πf0

c
(Ux - 1)dsin (θk )

]表示沿阵元域的移位信息维度，

hH
Uy

(θk ) = [1,e
j2πf0

c
dsin (θk )

,⋯,e
j2πf0

c
(Uy - 1)dsin (θk )

] 表 示

沿 共 轭 阵 元 域 的 移 位 信 息 维 度 ， gk =

[ σ (1,1)
k ,σ (2,2 )

k ,⋯,σ ( P,P )
k ]T 表示频率信息维度，σ (i,i )

k 表

示第 k个声源在频点 fi 处的能量，(·)H 表示共轭转

置，∘表示外积。

将五维张量 Γ的第一、第二维度进行维度合

并，构建表征角度信息的复合维度，并将第四、第

五维度进行维度合并，构建表征移位信息的复合维

度，从而得到缺省重构张量D͂ ∈ CLx Ly × UxUy × P

D͂ = Γ{ }1,2 { }4,5 { }3
= ∑

k = 1

K

v͂k ∘ h͂k ∘ gk (11)

其中， v͂k = vLx
(θk )⊗ vH

Ly
(θk ) ∈ C1 × Lx Ly 表示角度

维， h͂k = hUx
(θk )⊗ hH

Uy
(θk ) ∈ C1 × UxUy 表示移位

%X

S

S

S

S

S

AD;2 >D;2

,-

…

… … …

…

…

1,1 1,2

1,Uy

2,Uy

Ux,Uy

图 3　张量分割操作
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维，⊗表示克罗内克积。

由于声源数量远小于虚拟传声器数量，因此缺

省增广虚拟域张量 X͂具有低秩性，而缺省重构张量

D͂由 X͂经过张量分割、子张量拼接和维度合并三步

操作构成，仍保持原始张量的低秩性，因此 D͂可

以利用低秩张量补全算法进行补全。

相较于缺省增广虚拟域张量 X͂，缺省重构张量

D͂通过缺失元素的优化重分布，能减少优化算法从

初始点到最优解的距离，同时避免优化算法陷入局

部最优解，有效提升了低秩张量补全算法的收敛性

和准确性，且更易于满足张量 CP 分解的唯一性

条件。

2.2　基于TNN的重构张量补全算法

宽带信号DOA估计中的重构张量补全问题可

表述为最小张量秩的约束优化

min
D

rank (D )

s.t. PΩ (D ) = PΩ (D͂ ) (12)

其中，rank (D )表示完整的重构张量D的秩，Ω表

示缺省重构张量已知元素的下标集合，PΩ (·)表示

投影函数，满足

(PΩ (D ) ) ijk =
ì
í
î

Dijk, (i,j,k ) ∈ Ω
0, (i,j,k ) ∉ Ω (13)

在实际应用中，张量秩非凸且不连续，直接优

化非常困难。通常利用秩的凸松弛转化为 SNN最

小化的凸优化问题，但 SNN需要对张量每个模态

的展开矩阵进行奇异值分解，计算复杂度较高[31]，

并且重构张量 D͂相较于缺省增广虚拟域张量 X͂，

张量维度由( Mv,Mv,P )扩展至( Lx Ly,UxUy,P )，进一

步提升了计算复杂度。为此，将基于TNN的张量

补全算法用于宽带信号DOA估计中缺省重构张量

的补全，弥补重构张量维度增加引起算法复杂度提

高的不足，进而提升DOA估计算法的性能。

基于TNN的重构张量补全算法模型为

             min
D,E

 D
TNN

s.t.  D + E = D͂， πΩ (E ) = 0 (14)

其中， D
TNN

=
1
n3
∑
i = 1

n3

 D̄{ i }

∗，n3 表示D第三维

的维度，矩阵 D̄{ i } 是 D̄的第 i 个前向切片，即

D̄{ i } = D̄ (:,:,i )，D̄是对 D 沿第三维做离散傅里叶

变换得到的傅里叶变换张量，即 D̄ = DFT (, [ ] ,3)，

 ·
*
表示矩阵核范数，πΩ (·)表示将Ω内的元素设置

为零，E为辅助变量。

引入对偶变量 Y，利用交替方向乘子法

（ADMM, alternating direction method of multiplier）

求解式(14)，D的递推公式为

Dk + 1 = arg min
D

 D
TNN

+
μk

2







 





D + Ek - D͂ - Dk

μk

2

F

(15)

其中， ·
F
表示Frobenius范数。

辅助变量E的递推公式为

Ek + 1 = πΩ( )D͂ - Dk + 1 +
Dk

μk

(16)

对偶变量Y的递推公式为

Yk + 1 = Yk + μk (D͂ - Dk + 1 - Ek + 1 ) (17)

在利用ADMM求解补全模型式(14)时，D和E
的更新步骤都有闭式解，同时，Y确保了对偶问题

的收敛性。

基于 t-product定义的 TNN算法可以保持张量

的多维结构，不需要将张量展开成矩阵，不仅能更

紧密地逼近张量的低秩性质，还降低了补全算法的

复杂度。基于 TNN的重构张量补全算法如算法 1

所示。

算法1 基于TNN的重构张量补全算法

输入 缺省重构张量 D͂，迭代终止阈值 ε，阈

值μ0，μmax，常数ρ

输出 D = Dk + 1

初始化：给定 D͂已知元素的下标集合Ω，设

Y0 = E0 = 0；

1)for k = 1

2)用式(15)计算Dk + 1

    用式(16)计算Ek + 1

    用式(17)计算Yk + 1

3)if ||Dk + 1-Dk||∞≤ ε,||Ek + 1-Ek||∞≤ ε,||D͂-Dk + 1- 
Ek + 1|| ≤ ε break;

    else μk + 1 = min ( ρμk,μmax )， k = k + 1， 转

步骤2)；

    end if

4)end for

算法 1中，根据文献[27]及实验分析，迭代终

止阈值 ε = 10-12，μ0 = 10-5，更新系数ρ = 1.1。
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3　基于张量CP分解的DOA估计

得到完整的重构张量D后，为了进行DOA估

计，需要对D进行张量CP分解来得到包含角度信

息的导向矢量

D = ∑
k = 1

K

d k
1 ∘ d k

2 ∘ d k
3 (18)

其中， d k
1 ∈ CLx Ly × 1

是对式 (11)中 v͂k 的估计值，

d k
2 ∈ CUxUy × 1

是对式(11)中 h͂k 的估计值，d k
3 ∈ CP × 1

是对式(11)中gk的估计值。

式(18)的分解满足以下条件

κD1
+ κD2

+ κD3
≥ 2K + 2 (19)

其中，κD1
表示第一维的因子矩阵D1的Kruskal秩，

D1 由CP分解得到的第一维的K个矢量拼接而成，

即 D1 = [ d 1
1 ,d 2

1 ,⋯,d K
1 ] ∈ CLx Ly × K

；κD2
和 κD3

的含义

与κD1
同理。

张量D的CP分解具有唯一性，即通过CP分

解得到的导向矢量估计值与真实的导向矢量之间只

有幅度差异[18]。在理想条件下，式(19)在非相干声

源数量K ≥ 2时必然成立。

然而在实际应用中，噪声会导致因子矩阵的

Kruskal秩降低，进而影响CP分解的唯一性。但对

于重构张量D，其维度通过子张量重构得到有效扩

展，增强了因子矩阵的稳定性，减弱了噪声对因子

矩阵Kruskal秩的影响。因此，在有噪声干扰的情

况下，相较于原始张量X，重构张量D更容易满足

张量CP分解的唯一性条件。

据此，在DOA估计时，可以对导向矢量的估

计值进行归一化后直接进行DOA估计。

根据式(10)、式(11)和式(18)，声源的DOA估

计信息 θ͂k可求得为

θ͂k =
θ͂1

k + θ͂2
k

2

θ͂1
k = arcsin

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷
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÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷∑
ζ1

2πf0darg ( )d k
1(ζ1 + 1)

d k
1(ζ1 )

cLx ( Ly - 1)

θ͂2
k = arcsin

æ

è
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ç

ç
ç
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ç
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ç

ç

ç

ç
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ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷∑
ζ2

2πf0darg ( )d k
2 (ζ2 + 1)

d k
2 (ζ2 )

cUx (Uy - 1) (20)

其中，arg (·)表示计算复数的相位信息，d k
1(ζ1 )表

示 d k
1 的第 ζ1个分量，d k

2 (ζ2 )表示 d k
2 的第 ζ2个分量，

ζ1 ∈ {1,2,⋯,Lx Ly - 1} 且 ζ1 不 是 Ly 的 倍 数 。

ζ2 ∈ {1,2,⋯,UxUy - 1}且 ζ2不是Uy的倍数。

4　实验与分析

4.1　实验设置

为了验证所提算法在低信噪比和低快拍条件下

的有效性，在仿真实验中，采用 16阵元的均匀线

性传声器阵列，设有 2个非相干的远场宽带声源，

入射角度分别为-30°和 40°，考虑到大型工业设备

通常产生中低频噪声，将声源信号频域范围设为

100~1 000 Hz。为了评估算法的性能，定义均方根

误差（RMSE, root mean square error）为

RMSE =
1

KΨ∑k = 1

K ∑
ψ = 1

Ψ

( θ̂k,ψ - θk )2 (21)

其中，K表示声源数量，Ψ为蒙特卡罗实验次数，

实验中取Ψ = 100，θ̂k,ψ是第ψ次蒙特卡罗实验中对

θk的估计值。

4.2　结果分析

4.2.1　频带数和子张量大小对 DOA 估计结果的

影响

有效分析频带数和子张量的大小是影响子张量

重构算法的关键因素。设置4组实验，每组实验对

应 的 有 效 分 析 频 带 分 别 为 Fre1 = [ 500,1 000 ]、

Fre2 = [ 300,600,900 ]、 Fre3 = [ 250,500,750,1 000 ]、

Fre4 = [ 200,400,600,800,1 000 ]。设置信噪比为 0，

快拍数为 300，对于子张量 Sux,uy
∈ CLx × Ly × P

，设

Lx = Ly，Lx的选择范围为9~29，变化步长为4，利

用STR-TNN算法得到的RMSE如表1所示。

    表 1　 不同Lx下的RMSE

Lx

9

13

17

21

25

29

Fre1

0.177

0.134

0.119

0.162

0.492

1.801

Fre2

0.155

0.115

0.096

0.108

0.129

0.131

Fre3

0.063

0.061

0.055

0.049

0.053

0.054

Fre4

0.104

0.078

0.070

0.050

0.040

0.048
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表 1的实验结果表明，随着Lx的增大，4组实

验的RMSE均呈现先下降后上升的趋势，这是因为

随着子张量规模的增大，重构张量中缺失元素的分

散程度提高，增强了张量补全算法的性能，提升了

估计算法的精度；然而，当子张量规模过大时，导

致子张量数量过少，缺失元素的分散程度降低，算

法性能随之下降。

根据表1数据，确定每组实验对应的最佳子张

量大小。为了探究有效分析频带数量对估计算法的

影响，设置信噪比变化范围为-15~15 dB，变化步

长为 5 dB，计算每个信噪比处的 RMSE，结果如

图4所示。

分析图4可知，在不同信噪比条件下进行DOA

估计，实验组 Fre3 的 RMSE 均小于实验组 Fre1 和

Fre2，这是因为随着频带数量增加，对应的虚拟阵

列的阵列孔径随之增大，进而改善空间分辨率。当

信噪比为-15 dB时，Fre1、Fre2和Fre3的RMSE分

别为0.443°、0.368°和0.305°，Fre3明显优于Fre1和

Fre2，这表明更大的阵列孔径有助于提升低信噪比

环境下的估计精度。对比实验组 Fre3 和 Fre4 的结

果，当信噪比为 -15 dB 时， Fre3 的 RMSE 为

0.305°，略高于 Fre4 的 0.291°，然而，当信噪比为

-10 dB 时，Fre3 的 RMSE 为 0.111°，低于 Fre4 的

0.156°，随着信噪比继续提高， 2 个实验组的

RMSE曲线逐渐趋于一致，说明频带数量的增加对

定位精度的改善作用有限，当频带数量小于 4时，

改善效果明显，当频带数量大于4后，过多的虚拟

采样点导致算法过度拟合到数据的细节中，反而引

入离散化误差，使估计精度下降。

综上分析，在后续实验中，固定有效分析频带

为 Fre3 = [ 250,500,750,1 000 ]， 子 张 量 大 小 为

Sux,uy
∈ C21 × 21 × 4。

4.2.2　不同补全算法性能对比

将基于 SNN 的子张量重构算法记为 STR-

SNN，基于 TNN 的子张量重构算法记为 STR-

TNN，基于 TCNN 的子张量重构算法记为 STR-

TCNN，仿真条件不变，计算 STR-SNN、 STR-

TNN 和 STR-TCNN 在不同信噪比下的 RMSE，结

果如图5所示。

分析图 5 可知，在信噪比为-15 dB 时，STR-

TNN算法的RMSE为 0.305°，低于 STR-SNN算法

的0.377°，STR-TCNN算法因为对超过阈值的奇异

值进行截断操作，减少了噪声和离群点的影响[32]，

所以估计精度最高，RMSE为 0.228°。随着信噪比

的提高，STR-TCNN算法的封顶操作会对信号的奇

异值进行截断，导致信息损失，因此定位效果明显

不如STR-SNN和STR-TNN。在信噪比为-10~15 dB

时，STR-TNN 算法的 RMSE 持续且稳定地下降，

STR-SNN和 STR-TCNN均有不同程度的回升，并

且当信噪比为15 dB时，STR-TNN算法的RMSE为

0.027°，显著低于STR-SNN的0.125°和STR-TCNN

的0.193°，表明基于TNN的重构张量补全算法的有

效性。

为了评估硬件部署可行性，对 SNN、TNN和

TCNN这 3种算法的复杂度进行分析。在补全张量

X ∈ Rn1 × n2 × n3 时，对于单次迭代，SNN的核心操

作是计算各模态展开矩阵核范数之和，时间复杂度
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图 4　不同频带数量对估计算法的影响
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图 5　STR-SNN、STR-TNN和STR-TCNN在不同信噪比下的RMSE
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为 O (∑
i = 1

3

min (ni (njnk )2,ni
2njnk ) )，空间复杂度为

O (n1n2n3 )；TNN的核心操作是计算基于 t-SVD的

张量核范数，时间复杂度为 O (n3 (n1n2 lb n3 +

min (n1n2
2,n2

1n2 ) ) )， 空 间 复 杂 度 为 O (n1n2n3 )；

TCNN的核心操作为计算基于 t-SVD的张量截断核

范数，当保留前 k 个奇异值时，时间复杂度为

O (n3 (n1n2 lb n3 + kn1n2 ) )， 空 间 复 杂 度 为

O (n1n2n3 )。在空间复杂度方面，3 种算法相同；

在时间复杂度方面，TNN略高于TCNN，但明显低

于SNN。

表 2给出了 3种算法的平均运行时间，其中最

大迭代次数均为100。STR-SNN算法的平均运行时

间最长，STR-TNN 算法的平均运行时间远低于

STR-SNN算法和STR-TCNN算法，表明基于TNN

的重构张量补全算法的低复杂性。

4.2.3　不同DOA估计算法性能对比

将文献[21]的算法简记为HOSVD-CMF，文献[22]

的算法简记为Wideband-CP，文献[24]的算法简记

为Wideband-TC，文献[8]的算法简记为 ISSM-Root‐

MUSIC，文献[33]的算法简记为CSSM-DEESF，然

后将这 5种算法与所提算法STR-TNN的DOA估计

性能进行对比分析。

设快拍数为 300，对上述 6种算法在不同信噪

比条件下进行蒙特卡罗仿真，设置信噪比变化范围

为-15~15 dB，变化步长为5 dB，6种算法的RMSE

对比结果如图6所示。其中，在信噪比为-15 dB与

-10 dB时，ISSM-RootMUSIC算法估计的RMSE均

大于1.0°，因此图6中未显示其结果。

分析图 6可知，ISSM-RootMUSIC算法在信噪

比为-15~-5 dB时，估计精度明显低于另外 5种基

于张量的估计算法，这是因为在信噪比小于-5 dB

的条件下，信号子空间与噪声子空间的特征值比

呈指数级衰减，导致传统子空间分解算法失效，

从而无法实现高分辨率 DOA 估计。在信噪比为

-15 dB 时，STR-TNN 算法的 RMSE 为 0.305°，较

HOSVD-CMF、 CSSM-DEESF、 Wideband-TC 和

Wideband-CP算法的估计精度分别提升了 68.14%、

59.5%、41.27%和 48.93%。随着信噪比继续提升，

各算法的 RMSE 均下降，STR-TNN 算法的 RMSE

值始终维持在最低水平，表明了STR-TNN算法的

有效性和抗噪性。

设信噪比为 0，对 6种算法在不同快拍数下进

行蒙特卡罗仿真，设置快拍数范围为 20~120，变

化步长为10，RMSE对比结果如图7所示。

分析图 7可知，Wideband-TC算法在快拍数为

20~50 的情况下估计精度最差，均大于 1.0°，因

此图 7 中未显示结果。这主要是因为Wideband-TC

算法需要对张量前向切片进行Toeplitz重构，在低

快拍条件下Toeplitz化会放大样本协方差矩阵本身

  表 2　 不同算法的运行时间

算法

STR-SNN

STR-TNN

STR-TCNN

运行时间/s

236.605

72.596

115.149
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图 6　不同算法在信噪比变化时的性能对比
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图 7　不同算法在快拍数变化时的性能对比
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误差，影响 DOA 估计。在快拍数为 20 时，STR-

TNN 算法的 RMSE 为 0.179°，较 CSSM-DEESF、

HOSVD-CMF、 ISSM-RootMUSIC 和 Wideband-CP

算法的估计精度分别提升了 50.14%、 76.75%、

80.45%和 24.76%。随着快拍数的增加，各算法的

RMSE值总体上均呈下降趋势，STR-TNN算法与

其他算法相比，变化相对平缓，且始终保持在最低

水平，表明了STR-TNN算法的快拍鲁棒性。

5　结束语

针对现有的宽带信号DOA估计算法在低信噪

比和低快拍条件下估计精度不足的问题，本文提出

了一种STR-TNN宽带信号DOA估计算法。该算法

利用 STR算法对原始张量进行重构，提升算法的

抗噪性和快拍鲁棒性；此外，利用TNN算法对重

构张量进行补全，提升了算法的计算效率。通过数

值仿真，得出所提算法的最佳参数组合。在不同信

噪比及不同快拍数条件下，将所提算法与 ISSM-

RootMUSIC、 CSSM-DEESF、 HOSVD-CMF、

Wideband-TC 和 Wideband-CP 算法进行了对比分

析，结果表明，在信噪比为-15 dB及以上的条件

下，所提算法进行DOA估计的RMSE明显低于其

他算法；在快拍数为 20及以上的条件下，所提算

法始终保持稳定的DOA估计性能，其RMSE较其

他算法平均降低了约58.1%，体现了该算法的抗噪性

和快拍鲁棒性，在中低频宽带信号（100~1 000 Hz）

的低信噪比（-15 dB）DOA 估计中实现了 RMSE

为0.3°的估计精度，证实了其在典型工业噪声频段

的工程适用性。
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